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习题 1.1.1  
设  是奇数, 则 .

证明：由  是奇数，则令 ，有 ，由于  和  ⼀奇⼀偶，从⽽ 
，则 

习题1.1.2  

设  是奇数, 证明:  被  整除.

证明：由  则可以依次⾸尾相加得到

⽽  均有  的因⼦，从⽽ 

习题1.1.3  
设  和  为正整数, . 证明: .

引理  ，这是由于 

证明：显然当  时结论不成⽴，假设结论不成⽴ ，由带余除法定理有 



⽽

从⽽假设不成⽴，

习题1.1.4  
设  是⼤于 1 的整数. 证明:

 每个正整数  可以惟⼀地表⽰成

其中  是满⾜  的整数 , 并且  0. 这叫作  的  进制表⽰.

 .

证明：  带余除法定理令 ，对  重复上述步骤有

则回代得到 ，展开得到 

唯⼀性的证明：若有两种表⽰⽅法 ，有 ，则由于 
 得 ，代⼊消去有 ，同理有 ，则表

⽰⽅法唯⼀

 由  中表⽰有 ，两边除以  有

由  且有取整函数的定义可知 

除以  重复上述步骤得 ，⽐对上述两式得 

习题1.1.5  
设  为实数 , 证明：

证明：记 ，从⽽有 



⽽ ，由取整特性 ，则 

习题1.1.11  
设  为正整数, . 如果  没有⼩于或等于  的素数因⼦, 则  为素数.

证明：反证法，若  为合数，则  有素因⼦ ，则 ，由于  没有  的素数因⼦

与假设⽭盾，从⽽  为素数

习题1.1.12  
对每个整数  和  之间必有素数. 由此证明素数有⽆限多个.

证明：反证法，假设  和  之间全为合数，则  为合数，其⼀定有素数因⼦，由假设知 
全为合数，不可能是  的素数因⼦，另⼀⽅⾯， ，从⽽

，

 则  没有⼩于其⾃⾝的素数因⼦，从⽽  为素数，与假设⽭盾，从⽽  和  之间⼀定有素数

从  开始，  之间有素数，  之间有素数，进⽽构造数列

有  之间必有素数，且区间之间⽆交集，将⾃然数集分成⽆穷多个区间，从⽽有⽆穷多个素数

习题1.2.1  

设  是正整数, 证明:  是既约分数.

证明：反证法，假设  不是既约分数，则  和  有共同素因⼦  ，即

⽽  为⼤于  的素因⼦， ，从⽽与假设⽭盾，则  是既约分数



习题1.2.2  
设  为正整数,  为奇数,证明：

证明：令 ，且有 ，  为奇数

将其⼆项式展开有 ，两边同时除以  得到

由于  是奇数，若 ，两边取整有 ，⽭盾，从⽽ 

习题1.2.3  
设  均为正整数, , 证明:

证明：令 ，且有 ，由引理  知

考虑辗转相除法，不妨设 ，

继续判断  和  的⼤⼩关系，辗转相除，⽽ ，则

从⽽  即为  和  的最⼤公因数 
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习题1.2.4  

设 。则  当且仅当 

证明：取 ，令 ，且有 

 若 ， ，由于 ，得 ，即 ；

 若 ，则 ，即 ， 两边乘

以  得 ，从⽽ 。

综上，

习题1.2.5  
 和  是互素的正整数，证明：

 对每个整数 ， ；

  的每个正因⼦  均可唯⼀地表⽰成 ，其中  和  分别为  和  的正因⼦。

证明：  对 ，由于  和  互素，则

令

则有 

 由算术基本定理，令 ，由 

，否则设相等素数为   ⽭盾，则有新序列集合 

，有 ，若  为  的因⼦，则

总有 ，则分离 



使得 ，且由于  和  完全不同，该分解存在且唯⼀

习题1.2.6  
设  为正整数，  是不全为零的整数，证明：

 ；

 若  和  是互素的正整数， ，则  和  都是正整数的  次⽅幂。

证明：  记 ，则有 ，从⽽ 

从⽽ ，则令 ，代⼊上式有

，结合  有 ，

 由算术基本定理，令 ，由 

 ，否则设相等素数为   ⽭盾，则有新序列集合 

，有 ，同理对  分解有

，代⼊有 ，由算术基本定理有

，则  和  均能写成某个正整数的  次幂

习题1.29  
求  的全部整数解。

解：由欧⼏⾥得辗转相除法有

从⽽ ，依次反向欧⼏⾥得算法有

则 ，可以化为 ，从⽽其解为



习题1.2.10  
求下列⽅程的全部整数解：

 ；

 。

 由 ，则 ①
②

对 ，由 ，则 ，则  解为 ② ②

代⼊  变形为 ，由 ，则解 ①

从⽽  的通解为 

 由 ，则 ①
②

对 ，由 ，则 ，则  解为 ② ②

代⼊  变形为 ，由 ，则解 ①

从⽽  的通解为 

习题1.2.12  
设  为⾸项系数为  的整系数多项式，

则  的每个有理根必为整数。

证明：若整系数多项式  有理根为  

从⽽所有有理根必为整数



习题1.2.13  
设  和  为正整数，则在  这  个数当中恰有  个是  的倍数。

证明：令 ，且 ，从⽽  满⾜

，由于 ，则 ，即  是  的倍数，即 

⽽ ，恰好为  ，恰共有  个

习题1.2.16  
设  和  是互素的⾮零整数。证明对整数 ，若 ，则 

证明：已知 ，由 ，设 ，有 

代⼊  得 ，则 ，即 

习题1.3.3  
设  为正整数，证明

 ；

 。

证明：由算术基本定理，设  三者分解下所有质因数的交集为 ，且三者对应的

幂次为 ，即 

  和 

⽽对后者，调换  和  对等式左右两边都不变，不妨设 ，从⽽分类以下三种情况：

从⽽后者成⽴，有  成⽴

 仿照  讨论 ，也不妨设 



从⽽同理可得 

习题1.3.4  
不存在整数  ，使得  的正整数  为⽆平⽅因⼦，证明：

 正整数  是⽆平⽅因⼦当且仅当  或者是不素因⼦的乘积；

 每个正整数  可以唯⼀地表⽰成 ，其中  为平⽅数，⽽  为⽆平⽅因⼦整数。

证明：  若  ， ，从⽽  为⽆平⽅因⼦，若 ，由算术基本定理

令 ，若 ，则取 ，则不是⽆平⽅因⼦，从⽽

，⽽  ⽆意义（ ），从⽽此时  为不同素因⼦乘积

又若  或者  为不同素因⼦乘积，显然满⾜⽆平⽅因⼦条件，从⽽两者等价

 若  为⽆平⽅因⼦，则  满⾜条件，若  不为⽆平⽅因⼦，由  得，

则挑选 ，对  取 

则所有⾮  中的  以及  对应素数幂次的乘积组成⽆平⽅因⼦ 

其余组成完全平⽅数 ，即 ，使得 

下证其唯⼀性：若有两组  使得 ，由  知

 和  为  或者是不同素数的乘积，若两者不相同，则两边消去相同部分后总会剩余成单素数

即 ，考察  对应的幂次有左侧为奇次幂，右侧为偶次幂

这与  的算术基本定理⽭盾，从⽽每个正整数能唯⼀地表⽰成完全平⽅数和⽆平⽅因⼦的乘积
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习题1.2.1  
设  为正整数, . 我们⽤  表⽰同余⽅程   的任何⼀个整数解 (即

 . 证明：

(1) 若 , 则    ；

(2) 若  是模  的缩系, 则  也是模  的缩系。

证明：  若 ，即 ，令  与  中最⼩的正整数为

，对上式乘以  得 ，两边对  求同余有

，⽽ 

则 ，由对称性（ ），两者等价

 由 ，若 ，则 ，与  

⽭盾，从⽽所有的  与  互素；又若 ，由  得  ，⽭盾

⽽  的缩系有  个，从⽽  也为缩系

习题1.2.2  
设正整数  的⼗进制表⽰为

证明:  ⽤这些结果来计算  被  和

被  除所得的余数。

证明：由 ，且 

，代⼊则得到



代⼊计算 ，

习题1.2.6  
证明：当  时,  为偶数。

证明：  若  有奇素数因⼦，则  中对奇素数因⼦ ①

总为偶数，从⽽此时 

 若  没有奇素数因⼦，由于 ，则 ，此时  也为偶数②

从⽽ ，  为偶数

习题1.2.7  
设  和  是正整数， . 证明: 模  的每个同余类都是模  的  个同余类之并。

证明：对  中特定  ，取  共  个同余类，这些元素均模  余数为  模

 ，⽽  取遍 ，得到模  的每个同余类。

习题1.2.10  

设 . 计算 .

解：由于  为  的完系，则拆开 ，则



更⼀般地，对 ，都有 

习题2.2.1  

设  是环  中⾮零元素。若存在  中⾮零元素 , 使得 , 称  是零因⼦，证明：

 ⾮零元素  是零因⼦当且仅当  不可逆. 从⽽  由彼此不同的三类元素构成：  个可逆

元和  个零因⼦;

  中没有零因⼦当且仅当  是素数。

证明：  若  是零因⼦，反证法，若  可逆，则 ，两边乘以 

得 ，左边为 ，右边不为 ，⽭盾，从⽽  不可逆；又若  不可逆，则有

。则考虑  ，该集合不为模  的同余类，否则⼀定能

找到  与  不可逆的条件⽭盾，则 ，从⽽取 ，  为零因⼦

 若  为素数， ，则有  个零因⼦

若  成⽴，则 ，若  为合数， ，则  和  为零因⼦，

 ⽭盾

习题2.2.2  

 对于环  中任何元素 ，  个  相加为 .

 设  为素数. 对于域  中⾮零元素  和正整数 ，证明：  个  相加为  当且仅当 。

证明：  由 ，这些  个  之和为 ，均模  余 

⽽且对于  中的所有元素 ，都能找到  使得 ，则相加为 

 若 ，有  个  相加后模  为 ，则  个  相加为 ；又若  个  相加为  时

令 ，相加后模  得 ，⽽ 

，则 ，即 



习题2.2.3  

证明当  为奇素数时， 。

证明： ，使⽤补偿法有

其中使⽤威尔逊定理，对素数  ，有 

习题2.2.4  
对于整数 , 证明:  当且仅当  是素数。 (判别  是否为素数)

证明：若  为素数，则由威尔逊定理得 ；若  为合数，则 ，

其中 ，则 ，从⽽  中⼀定能凑齐 ，此时模为 

习题2.2.5  

若 ，则 。如何将它转述成同余的语⾔?

证明：缩系等价性证明在习题  中。定义  中  的可取值为  

转述为 ，所有  构成 ，由 中，所有  也构成 

习题2.3.1  
设  和  是互素的正整数，证明： 。

证明：由欧拉-费马定理， ，且由 ，得

，从⽽



则 ，由于 ，则 ，原式成⽴

习题2.3.2  
 对每个与  互素的整数 , 证明: ；

 求  的⼗进制表达式中的个位和⼗位数字。

解：  由 ，结合  有 ，

， ，⽽ ，则 

 由 ，且 ，

从⽽最后两位为 

习题2.3.3  
 设  为素数。如果 ，证明：对每个整数 ，

 证明: 对每个奇数  和 .

证明：  令 ，代⼊使⽤⼆项式展开有

其中 ，且有 ，从⽽ 

 由  为奇数，令 ，则 ，且  和  ⼀奇⼀偶，从⽽

，代⼊  中结论有 ，令  则有

，得证
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习题2.1.3  
解下列同余⽅程。

 ;                 .

解：  由 ，则在  中有唯⼀解，利⽤费马⼩定理

  由 ，则在  中有唯⼀解，利⽤费马⼩定理

习题2.1.4  
对每个整数 ，证明：

或
或 或

证明：  由费马⼩定理，若 ，且若 ，则 ，

此时有 ，则 

 由费马⼩定理，若 ，且若 ，有 

此时有 ，则 或

 由费马⼩定理，若 ，即此时 

若 ，则 ，此时 ，则 

 由费马⼩定理，若 ，此时分解因式有

⽽ ，故  综上有 



习题2.1.5  
设  为奇数,  证明: 

证明：（使⽤归纳法，⼆项式展开较复杂）对  时成⽴（第⼀次作业第⼀题）

若  时成⽴，即 则存在 ，则

由数学归纳法知，对  均成⽴

习题2.4.1  
解下列同余⽅程：  ;       ;     

解：  由判定 ，则在  下⽆解

 由判定 ，则在  下有  组解， ，由费马⼩定理

则解为 

 由判定 ，则在  下有  组解，有 

得 

习题2.4.2  
解下列同余⽅程组：

   

解：  由中国剩余定理，有 ，⽽对应有

得 ，则 

 由中国剩余定理，有 ，⽽对应有



得 ，则 

习题2.4.3  
⽤中国剩余定理解同余⽅程 .

解：由 ，对质因数  ⽽⾔， ，则 

对质因数  ⽽⾔， ，则 

则由中国剩余定理，显然 ，为原⽅程的解，且该解唯⼀

习题2.4.4  
求  被  除的余数.

解： ，对质因数  ， ，对质因数  

则转化成⼀次同余⽅程组 ，由中国剩余定理有

解得 ，则 

习题2.4.5  
设  是正整数, . 证明: 同余⽅程组

有整数解的充分必要条件是 ，且此条件成⽴时, 解为模  的⼀个同余类.

证明：  充要性：若  有整数解，则 ，

两边除以  得到 ，此时有 



若 ，有 ，⽽ 

由辗转相除法知，⼀定存在 ，使得 

则扩⼤  倍得到  的解，从⽽原同余⽅程组有解

 同余类：若上述条件成⽴时，对  有  对应解

所在同余类为模  ，⽽  则解为模 

习题2.4.6  
设  和  是互素的正整数. 证明:

 若  和  分别是模  和模  的完系. 则

是模  的完系;

(2) 若  和  分别是模  和模  的缩系, 则

是模  的缩系. (由此可知  )

解：  对  中的每个元素 

，其中，  能取遍所有整数

又由 ，由辗转相除法知 ，使得 ，

从⽽  也能取遍 ，则  为模  的完系

 与  相⽐，对  中  不是任意整数，需满⾜ 

此时 ，且由辗转相除法知，存在  使得 

且反证法若 ，则上式对  同余有 ，⽭盾，  满⾜条件

对  ，取  满⾜条件

从⽽  为  的缩系

习题2.4.7  
设  为正整数，证明：必有连续  个正整数，其中每个整数均被某个⼤于  的整数的平⽅所除尽。



证明：构造⼀次同余⽅程 ，其中  为第  个素数

对 ，由中国剩余定理，⼀定有最⼩正整数解  满⾜上述⽅程

该  能保证序列  中任何数能被某个⼤于  的整数平⽅整除
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习题3.1.2  
 对模  和模  的阶分别为  和 , 证明:  对模  的阶为 .

证明：由  对模  和 模  的阶为 ，则 

则令  对  的阶为 ，即 ，有 ，则 ，则 

又 ，则 

从⽽ ，则 ，即  对模  的阶为 

习题3.1.5  
若  和  均是正整数, . 证明: .

证明：考虑  模  的阶 ，有 ，则 ，若 

但 ，则此时 ，从⽽ ，即  模  阶为 

由  模  阶⼀定为  的因⼦，从⽽ 



习题3.1.6  
如果 , 证明: .

证明：由于 ，若 ，则 ，若 ，令  最⼩奇素数因⼦  

则 ，反证法若 ，令 

有 ，⽽费马⼩定理给出  由  ⽭盾

习题3.1.7  
设  是奇素数, . 证明:

如果
如果

证明：由于  为奇素数，令其原根为 ，则 

从⽽求和式 ，若 ，由费马⼩定理 

此时 ，若 ，则由等⽐数列求和

从⽽ 

习题3.1.8  
 设  (费马数), . 证明:  的每个素因⼦都有形式 .

 对任意给定的整数 , 证明: 有⽆穷多个素数模  余 1 .

证明：  对每个  的奇素数因⼦ ，有 ，⽽ ，两边平⽅

，从⽽令  模  的次数为 ，则 ， ，显然 ，因为

，若 ，则重复  次平⽅操作得到  与条件⽭盾



从⽽ ，结合  可得 

 对任意两个不相同的费马数，  ，不妨设 

则 ，其中  为多项式

从⽽ ，又 ，则 ，即所有费马数两两互素，⽽每个  

都⾄少有⼀个素因⼦模  余 ，且不同费马数素因⼦不重合，则对给定的 ，取 

则这些⽆穷个的费马数模  余 ，则也模  余 

习题3.1.9  
 设  为奇素数, . 证明: 若  的素因⼦  不整除 ，则必有形式 .

 设  为给定的奇素数, 证明：形如  的素数有⽆限多个.

证明：  由于  为  素因⼦，则 ，由 ，得 

设  为模  的阶为 ，则有 ，又 ，从⽽ ，有费马⼩定理 

从⽽ ；另⼀⽅⾯考虑奇偶性，若 ， ，素因⼦  为奇数，若 ，

 有素因⼦ ，但此时要求  不整除 ，从⽽ ，素因⼦  也为奇数，则  中

有素因⼦ ，⽽  为奇素数，从⽽ 

 构造 ，满⾜两两互素，  总能有不整除  的素因⼦ 

否则所有素因⼦ ，相乘有  移项后有 

，两边对  取模得  ⽭盾

则两两互素的⽆穷整数数列  中每个数都存在形如  的素因⼦，共⽆穷多个

柯召讲义5.1  
证明:  是⼀个素数的充分必要条件是存在某个整数  对模数  的次数为 .

证明：  若  为⼀个素数，由素数必有原根可知， ，使得  模  的阶数为  

 若对某个 ，  的最⼩正整数（阶数  ）为 ，有 



由费马⼩定理 ，得 ，若  不是素数， ，令

从⽽  为素数

柯召讲义5.2  
设  是奇素数  的⼀个原根, 证明: 当  时,  也是  的⼀个原根; 当  时,  对  的次数

为 .

证明：若  是奇素数  的⼀个原根，则满⾜  的最⼩ ，⽽ 

则 ，且若存在 ，使得 

 不能是偶数，否则与阶数⽭盾，则 ，有 ，则 

则 ，由于  为奇数，若 ，则 ，此时  不存在，从⽽  也为原根

若  ，有

且  否则不满⾜阶数的性质，则 ，若 

使得 ，⾸先  不为偶数，若  为奇数，则 

从⽽平⽅ ，则有  使得  与阶数⽭盾

从⽽此时  对  的阶数为 
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习题3.1.1  
设 , 整数  和  模  的阶分别为  和 , 并且 . 证明  模  的阶为 .



证明：设  模  的阶为 ， ，由 

得 ，则设 ，由 ，则  或 ，不妨设  

令 ，有 

则 ，由 ，得 ，又 ，可得 ，即 

习题3.1.4  
 对于 , 求模  的最⼩正原根.

 求模  的全部原根.

解：  由在  下  ，则  为  的最⼩正原根

在  下  

则  为  的最⼩正原根

在  下  ，则  为  的

最⼩正原根

在  下  

则  为  的最⼩正原根

在  下  

 对  ⽽⾔

则  为  的最⼩正原根

 由定理，  有原根 ，则  和  必有⼀个为  的原根，有 

 从⽽  为  的原根，有  个原根，有  均为原根，计算有 

则  的所有原根为 ，共  个

习题3.2.1  
解同余⽅程:



 ;

 ;

 .

解：  由上题知  为  的⼀个原根，则原式等价于 

由  得  且 ，代换有

， ，得解为 

 结合 ，由  为  的⼀个原根，等价于 

由 ，则有两个解， ，则 

使⽤中国剩余定理，  对应计算 

 对  计算 ，则  不是  的原根，同理对  计算有

，则  是  的原根，则对  变换有

 有 ，则 

 只有⼀个整数解，得 

习题3.2.2  
 写出模  的全部  次剩余和  次剩余. 

 写出模  的全部⼆次剩余.

解：  取  的⼀个原根 ，由 ，因此⼋次剩余  满⾜的条件为：  ，故 

 ，因此模  的全部  次剩余为: ；

⽽  ，因此  剩余  满⾜的条件为：  ，故  ，因此解为: 

 模  的全部⼆次剩余为:  ，即 

习题3.2.3  



设  为素数,  和  是整数. 证明：  当且仅当 .

证明：若 ，则 ，否则  令 ，有 

，且 ，由欧拉定理 

从⽽ 

设  ，因为  ，故  在模  意义下仅有⼀个解， 故得证

习题3.2.4  

设  为奇素数, 整数  模  的阶为 ，求  模  的阶.

解：由题设定义  的数论倒数为 ，即 ，有 

由  与  模  的阶是⼀样的，从⽽考虑  模  的阶，由满⾜  的最⼩正整数

为  ，也有 ， ，令  模  的阶为 ，

有  ，有 

但 ，⽽ 

，且 ，则  模  的阶为 

习题4.1.2  

设  为奇素数,  是最⼩正整数使得 . 证明:  为素数

证明：由勒让德符号定义不存在整数  使得 ，取  的原根  有 

若  为合数，即 ，由  可知  和  ⼀定⼀者为 ，另⼀者为 

⽽显然为  的⼀者对应的  更⼩，与题设⽭盾，从⽽  为素数
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习题4.1.1  
设  为奇素数, . 证明：

证明：由于 ，则  构成模  的完系，可⽤反证法证明

其中模  的⼆次剩余和⾮⼆次剩余都为  个，最后剩⼀个能被  整除的

则 

习题4.1.3  
证明形如  的素数均有⽆穷多个

解：  反证，假设  的素数有限个，设为  构造  ，

由 ，则由假设  为合数

设其素因⼦为 ，有 ，两边乘以 ，取勒让德符号

从⽽ ，从⽽ 。但 ，  的所有素因⼦不可能

均模  余 ，从⽽⼀定存在⼀个模  余  的素因⼦，⽽该素因⼦不为 ，这是因为 

，从⽽⽭盾，  型素数有⽆穷多个

 假设  的素数有限个，设为 ，构造  有 

，其为合数，设其素因⼦为 

有 ，取勒让德符号有 



则  ⽽ ，  的所有素因⼦不可能全为 ，则其存在⼀个

不为  的素因⼦，与假设⽭盾，从⽽  型素数有⽆穷多个

 假设  的素数有限个，设为 ，构造  有 

，其为合数，设其素因⼦为 

有 ，使⽤勒让德符号有 

则 ，又由于 ，  所有素因⼦不可能全为 ，则其存在⼀个

不为  的素因⼦，与假设⽭盾，从⽽  型素数有⽆穷多个

习题4.1.4  
设  为奇素数. 证明: 有⽆穷多的素数是模  的⼆次⾮剩余.

证明：假设满⾜是模  ⼆次⾮剩余的素数有限，为 ，有 ，取模  的

⼀个⼆次⾮剩余 ，由中国剩余定理，满⾜  同余⽅程的解

存在，设其中⼀个解为 

则 ，  必有素因⼦为⼆次⾮剩余，且使得该素因⼦与  均互素，这样与

有限个满⾜条件的素数⽭盾，从⽽有⽆穷多个素数模  ⼆次剩余

习题4.1.5  
设  和  都是素数. 证明:

 当  时,  是模  的原根;

 当  时,  是模  的原根.

解：  由于  只有素因⼦  和  ，有  ⽽对 ，计算 

，则  为模  的⼆次⾮剩余，则取  的原根 ，有 ，代⼊计算 

，从⽽  均不是模  

下  的阶数，从⽽  为模  的原根

 同上，只需考虑 ， ，计算 ，



则取  的原根 ，有 ，代⼊ 

从⽽  均不是模  下  的阶数，从⽽  为模  的原根

习题4.1.6  
设  为素数, . 记 . 则  为素数当且仅当 .

证明：由上题知，若  为素数，  为  的原根 

则  。又若  ，由欧拉定理 ，即 

则 ，若  不是素数， ，则 ，⽽对于奇数

的欧拉函数为偶数，从⽽⽭盾，则  为素数

习题4.1.7  
设  为奇素数. 证明：

解：满⾜  的所有  为 。其中  为  的⼀个原根，则 

⽽ ，两者相等

习题4.1.8  
设  为素数,

 若 , 则



(2) 若 , 并且 , 则

证明：  由 

从⽽  每对勒让德符号相同，从⽽所有满⾜  的  ⼀定能配成和为  的 

且共有  对，求和为 ，同理分离得到 

 和上题类似，得到 ，从⽽  勒让德符号相反，有记

取模  的⼀个原根  ，则  是模  的⼀个⼆次⾮剩，

习题4.2.1  

计算 .

由⼆次互反律计算有 



习题4.2.4  
若  为素数, 证明: .

证明：计算 ，则  是  的⼆次剩余

令  为  的⼆次剩余， ，有 

习题4.2.5  
设  为素数. 证明：

 对每个  为模  的原根当且仅当 ;

 证明  和  均为模  的原根.

证明：  若  为模  的原根，有 ；若 ，若  不是模  的原根，则对 

 的因⼦为对应的阶，总有 ，这与  ⽭盾，从⽽  是模  的原根

 由于  为素数，故  ，其中 .

由  ，⽽ 

有 ，则 ，从⽽  为模  的原根；同理 

若  ，则 .



若  ，则 . 

因此  ，故  是模  的原根.
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习题4.2.2  
确定以  为⼆次剩余的素数, 其中  和  .

 时，  满⾜题意，此外， . 且  满⾜题意，则解为奇素数  和  

，  满⾜题意. 此外，  ，且  均满⾜题意. 故  和奇素数  满⾜题意.

 时，  满⾜题意.  ，且经过验证，  都满⾜. 

解为  和素数  

习题4.2.3  

设  是素数,  是  的因⼦, 证明: .

证明：由⼆次互反律 

习题4.2.6  

 设 , 其中 . 如果  为奇素数, 并且 , 证明:  是素数当且仅当 

.

 设 . 证明:  为素数当且仅当  .



证明：  若  为素数，由于  故  ，故 .

另⼀⽅⾯，若  ，任取  的⼀个素因⼦ . 令  为  模  的阶，由于 ，

 ，故  ，因此  ，又  ，则  

. 由于  ，所以 ，这样的  只能为  本⾝，则  为素数，

 在  中取  当  为素数时，满⾜  为奇数，否则  为  的素因⼦，此时

  ，故满⾜  的条件，则 

若 ，由  中的推导中没有使⽤到  条件知  为素数

习题4.3.2  
设  是关于  的整系数多项式.  和  均是同余⽅程 

 的整数解, 即  . 

称这两组解为模  的同⼀个解, 是指 , 并且 .

 设  为奇素数,  为整数. 证明:同余⽅程 

的模  解数为  （若 ） 或  （若 ）.

 证明：

若
若

证明：  当  时， . 设  ，其中 .

则 . 从⽽ . 因此解数为  的个数 .

当  时，  ，所以  或 .

共有  即  组解.

 设   时，有两组解，  时，⽆解



计算其总解数为 

因此 

习题4.3.3  
设  为奇素数, . 证明:

若

若

证明：令  代⼊上题结论得到

若

若

习题4.2.4  
设 , 则同余⽅程

模  的解数为

若

若

证明：  等价于   解数



其中⽤到上题结论 
若

若
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习题4.3.1  
解下列同余⽅程:

 ;

 ;

 ;

 .

解：  . 且有  两者互素，且  则

 或者  

又或者  解得 .

  解得 . 代⼊  可以化简得

. 解得 .  化简得: 

解得 . 从⽽ .

   为偶数. 设  ，则 . 即 . 考虑 

 ，解得  分别代⼊  解得 

. 因此 

 . 两边模  有 . 令 . 代⼊ 

模  知， . 设  ，代⼊可知 . . 

解得 . 从⽽ .



习题5.1.1  
求下列⽅程的全部整数解：

 ;  ;

 ;  ;

   .

解：   对原⽅程两边模  知: . 因此 .

两边模  有  ⽭盾，从⽽⽆解

 ⽅程两边模  知   ，故 . 注意到 

 ，则  ⽭盾，从⽽⽆解

 两边模  可知: . ⽽  ，故没有整数解.

  主元后  其判别式

 为整数，则  

 其判别式  也为完全平⽅数

从⽽  为完全平⽅数，可以得到  解得  回代解得 

 ⽅程两边模 . 注意到  ，对⽐有 .，

. 其中 

任取它的⼀个素因⼦  为奇数. . 因此  ，则 . ，

这与  ⽭盾，所以原⽅程没有整数解.

  ，当  时， .  时，若  是偶数，  两两互素.

因此存在整数  使得  ，即  ，其中 . 显然这是⽆解的.

若  是奇数，则 . 其中  两两互素，同理，存在整数  使得

 故原⽅程的解为 .
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习题5.2.1  
求所有正整数  和 ,使  是完全平⽅.

解：由题设  有  ⽅程两边模  有  则  

，⽅程两边模  有  ⽽  

则 。令 ，原⽅程化为费马⽅程  本原解满⾜ 

且  ⼀奇⼀偶，⽽  则  代⼊有

⽽ ，则  则仅有唯⼀解 

习题5.2.2  
求不定⽅程  的所有正整数解.

解：⽅程模  有  得到 。⽅程模  有 

则 ，令 ，原⽅程化为费马⽅程  本原解满⾜

由  知 。有  则 

有 ，只有  唯⼀解，回代得到唯⼀解 

习题5.2.4  
证明:  没有正整数解.



证明：假设有解  若  记素数  为  的⼀个约数，有  得到  从⽽ 

 为原⽅程的整数解，则有限步操作后总能使得  若  令  有 

则  与原⽅程相同，且  ，总可以化为 ，有 

则  为费马⽅程的本原解。令  为解中最⼩的，由  可知，  ⼀奇⼀偶，

有  因为 ，则 ，  也为费马⽅程的本原解，由  为奇数

由 ，则  为完全平⽅数，设  中偶数、奇数为  

 也成⽴，令  有  又  三者为完全平⽅数

则  消元有  ⽽ 

与假设最⼩⽭盾，从⽽原⽅程⽆解

习题5.2.6  
证明:  不是同余数, 即不存在⾯积为  三边长为有理数的直⾓三⾓形.、

证明：原问题等价于满⾜  的正整数解不存在，假设存在有若 ，则

，从⽽  也为解，若  则  同理

 也为解，在有限步之后，总能使得 ，满⾜费马⽅程，  ⼀奇⼀偶，不妨设 

有  则  代⼊  有 ，由上题知该⽅程⽆解

习题5.3.1  
证明: 形如  的正整数不能表为三个整数的平⽅和.

证明：由  计算  从⽽  的正整数

不能表⽰为三个整数平⽅和。对  有 ，⽽三者之和模 ，则

，有 ，则可以转化为  的情况



从⽽  均与  等价，从⽽不能表⽰为三个整数的平⽅和

习题5.3.2  
 确定哪些整数可表为两个整数的平⽅差.

 证明: 对任意整数 , 不定⽅程

均有⽆穷多组正整数解.

解：  ，⽽  从⽽ 

⽽只要 ，分三种情况 

三种情况都对应有  解，从⽽当且仅当  时该整数可以表⽰为两个整数的平⽅差

 由  且上问给出只要 ，就⼀定有解，⽽ 

对 ，所有情况都有  使得  成⽴

⽽满⾜上述条件的  有⽆穷多个，从⽽对应解  也有⽆穷多个

习题5.3.3  
证明: 对任意给定的 , 均存在连续  个正整数, 其中每个都不是两个整数的平⽅和.

证明：取  型素数  个，存在正整数  使得 

从⽽  分解后  的幂次为 ，从⽽不能写成两个整数平⽅和，则  为所求
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1  



设  是⼀个域,  。

 证明存在多项式  使得  且  的次数严格⼩于 ;

 设  是⾸项系数为 1 的最⼤公因式, 则存在  使得 

 设  且  是模  的⼀个缩同余类。则存在  使得   。

证明：  设  最⾼幂次为 ，且系数分别为 ，不妨设 ，由⾮零元素存在乘法逆元

构造 ，有 ，则  ⾸项系数被消去。如此

新的最⾼幂次不超过 ，执⾏上述操作  之后，总能得到 

使得  的最⾼次数严格⼩于 

 由  中可知，实际上给出了域上的多项式有带余除法，使⽤辗转相除法

最终得到 ，从⽽ ，⼀直回代，每次保证为线性组合

从⽽有限次数之后总能找到 

 由  可以得到，当  时，存在  使得 ，从⽽

2  

证明  。特别的,  。

证明：不妨设 ，

⽽ ，则  相当于指数项可以相互加减

则类⽐辗转相除法，经过有限步辗转相除后 

3  
设  。

 证明 ;



 证明  的导函数为  当且仅当存在  使得  。

 由费马⼩定理 

 由  从⽽存在数论倒数的 ，  

从⽽剩下 ，使得  不⼀定为 ，则 

4  
证明  不是⼀个域。

证明：假设  为⼀个域，由域有乘法逆元，考虑  的逆，在  中设为 ，显然  的乘法单位元为 ，

故 ，整理为 ，得  ，⽭盾
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柯召7.22  
求出  上的全部四次不可约多项式.

解：计算 从⽽共有  个四次不可约多项式，  上，有

⼀次不可约多项式为 . 有  从⽽当且仅当  的⾮零系数有偶数个时都不是不可约多项式
（验证）

 上的多项式  被  整除当且仅当  从⽽排除掉上述情况有  上的不含有⼀次因⼦的四次多项式 

⽽  可约，则该多项式排除，则   上的全部四次不可约多项式为 



柯召7.23  

证明：若  是两个奇素数, 则  上⾸项系数为  的  次不可约多项式的个数为 .

证明：由 

柯召7.27  
证明: 若 , 则  中任⼀个元  是  中的  次幂元，若 ，则  是  中的  次幂元

的充分必要条件是 

证明：若  ，则  存在数论倒数 。 取  中的⼀个  次不可约多项式 ，取模  的原根 . 

则对任意的  ，都存在整数  ，使得 . 令  ，则  

从⽽  是  次幂元

若 ，    设  代⼊有 

由原根的性质可得  从⽽  为  次幂元

柯召7.28  
证明：设  是  中的全体⾮蕶元, 则

证明：类⽐威尔逊定理的证明，取  中的⼀个  次不可约多项式，然后取其原根  则

 其中  为原根的性质

特殊情况，考虑  有  从⽽对所有素数成⽴



柯召7.32  
证明：若  上  次不可约多项式的周期为 , 则  模  的次数为 .

证明：由原根的性质可知， ，令  显然次数  满⾜ ，

于是  ，但  是  次的，故 . 于是  ，即  模  的次数为 .

 初等数论第⼗三次作业
 

柯召7.34  
分别求出  上多项式  和  

 的周期.

解：由定理可知周期等于 ，求 

由  最⼩正整数为 ，则对  中  的周期为 ，对  和  

均为不可约多项式，且  为素数，从⽽两者周期均为 ，故  周期为 

 为素数，且  为不可约多项式，则其周期为 

对  有  为合数，⽽分别计算 

故  为  的周期，  周期为 ，故  和  的周期为  和 

柯召7.36  

求  上多项式  的周期, 并证明它是不可约的。

解：由⽴⽅差公式  则  令其周期为 



有 ，⽽考虑  的最⾼次项， ，故  

假设该多项式不可约，则其能被分解为若⼲个不可约多项式之积，由不可约多项式周期相关定理有

由  则  令该不可约多项式为  令其最⾼幂次项为 ，有

两边模  有 ，则 ，取  代⼊有 

将其展开  其中  的最⼩幂次为  则  则  

恰为  的最⾼幂次，从⽽该多项式即为其本⾝，故其不可约

柯召8.16  
设  是⼀个奇素数, , 证明: .

证明：当  ⽆解时，  也⽆解（否则  为前者的解）

又当  有解时，其解有  个，设为  ，又注意到  则有

 的完系均为  次剩余，则  等价于  ，每个⽅程都只有⼀解

（取  的原根 ，有  则只有⼀解）故两者解为  个

柯召8.21  
证明：若  是  上⼀个  阶特征, 则

当 时

当 时

证明：由定理可知， ，则当  时，显然该⽅程有  个解，当  时，

该⽅程⽆解，故 
当 时

当 时



 初等数论第⼗四次作业
 

阶以及雅可⽐和  

设  是  上的⼀个特征。设  是唯⼀的  阶特征。设  。

 证明

 设  。证明

(提⽰：利⽤  )

 证明 ; (提⽰：利⽤ )

 设  。证明 ;

 设  且  是⼀个  阶特征。证明 ;

 设  且  是⼀个  阶特征。证明  且  。

(提⽰: 证明 )

解：  由雅可⽐定义，代⼊  有

⽽  对求和有贡献的有两类，当  时 ，当   时，  为⼆次剩余

⽽对每⼀个⼆次剩余 ，且  中  对应同⼀个 ，且保证所有的  不同，构成  中所有⾮零元素

 由  以及 ，则  和  构成  中的完系，则



代⼊  中结论  则得到 

 取  有 

⽽ ，代⼊得 

 由雅可⽐和与⾼斯和之间的关系有 

移项整理得到 

 在  等式左右乘以  可以得到 ，⽽由于  为  阶特征

则  则  由于

有  且 ，故 ，代⼊有 

则 

 由于  的阶为 ，则  的阶为 ，⽽  为唯⼀的⼆阶特征，故 ，由⾼斯和与雅可⽐和之间关系

又对  中的等式两边平⽅得到

⽽由  阶特征可以得到 , and , so  ，⽽有

⽽使⽤另⼀种⽅法计算左边有

两式对⽐有  由于  则  则 ，则有

由于  以及 ，有 , 则两边约去  有



, 故 , 从⽽ , 移项得到

 初等数论第⼗五次作业
 

雅可⽐和以及加密解密  
1. 设  是⼀个奇素数, 计算

 ;

  。

2. 使⽤加密密钥  将信息 “mathematics” 加密.

3. 已知加密密钥  。将信息 "lttijajsnsl" 解密.

4. 假设加密密钥 , 求去密密钥 , 并将信息 “EBOBO BEBOK" 解密。

1、解：  计算 

 令 

得到 ，由分解定理  要求 

 

则   

 由  得  ⽽  与  均取遍所有 ，故化解为 

由  知  为⼆次剩余，从⽽  又可化解为 

⽽  只有  元素没有遍历，从⽽ 

 故原⽅程有  个解



2、使⽤  编程计算，代码如下，加密结果为 

3、只需改动⼀⾏代码，解密结果为 

4、反解同余⽅程得 ，代码如下，解密结果为 

 

charList = "abcdefghijklmnopqrstuvwxyz"
word = "mathematics"
for i in word:
    print(charList[(ord(i) - ord("a") + 3) % 26], end = "")

  print(charList[(ord(i) - ord("a") - 5) % 26], end = "")

  print(charList[(9 * (ord(i) - ord("A")) + 17) % 26], end = ""
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