
 微积分第⼀次作业
1  

设  是范数，证明  是闭凸集。

（  是凸集 ）

证明：先证明其为凸集，由范数的性质，满⾜三⾓不等式和正齐次性有

考虑  的补集 ，对于该集合中任意⼀点 ，令 

从⽽  满⾜任意⼀点总存在该点领域全在  中，  为开集，  为  的补集，则  为闭集

再结合其为凸集，得  为闭凸集   

2  
设  满⾜正定、正齐次性，证明：  是范数   是凸集。

证明：由第⼀题结论可得，  是范数   是凸集。

又若  是凸集，即 。若

  或  中有⼀者为 ，由  的正定性，可得  或  中⼀者为 ，此时三⾓不等式

  成⽴。则对两者范数均⼤于  的情况， ，令

，单位化有 ，满⾜ ， 由凸集性质

由正齐次性， ，则有 

则  是凸集  为范数，两者等价   



3  
证明   是范数。

证明：显然正定性满⾜；且  满⾜正齐次性，

有 ，设两者最⼤值为 

即有 ，满⾜三⾓不等式，从⽽  是（⽆穷）范数   

4  

设 ，证明  是范数。

证明：显然  满⾜正定性，若乘以  倍，有

从⽽  满⾜正齐次性，对三⾓不等式，先证明两个不等式

引理⼀：  不等式：设 ，有以下不等式成⽴

构造函数 ，求导有 ，当  时，

，  单调递减；当  时， ，  单调递增。从⽽

。令  有 ，两边乘以 ，代⼊ 

，则有 

引理⼆：  不等式：设 ，有以下不等式成⽴ö

考虑两者相除运⽤  不等式即可得证



拆开和的 范数有 

令 ，利⽤  不等式放缩两者有ö

从⽽求和得到 ，移项即得

 满⾜正定、正齐次、三⾓不等式，从⽽为范数   

5  
设 ，证明  是道路连通集。

证明： ，令 ，对  时，显然 若 ， ，。

，先证明该函数映射连续性。有线性函数  连

续，考虑函数 ，由范数的正齐次性和三⾓不等式得

⽽  为有限量，则有

从⽽  为连续函数，同时由范数的正定性， ，若 

由正定性  得  ，只要 

令  为连续函数，复合函数  也连续

⽽ ，则对 ，都有 ，满⾜道路连通集条件



⽽针对特殊情况（两向量恰好反向）， ，可选取 ，令  到  的连续映射为 

，   到  的连续映射为 ，可以构造连续映射

也满⾜道路连续性的条件，从⽽

连续

即  为道路连通集   

6  
设 ，证明  是道路连通集。是 阶⽅阵

证明：⾸先证明单位阵  到  中任意元素  是连通的，对单位阵 ，总存在⼀系列初等变换有

若  是倍乘变换，倍乘系数为 ，则对 ，作连续映射

若  是倍加变换，倍加系数为 ，则对 ，作连续映射

若  是换⾏  换列变换并对其中⼀⾏   列乘以  （保证⾏列式 ），对改变的两⾏  两列有连续复合映射

综上，对所有初等矩阵 ，均存在连续映射  从  到 ，使得  到  是连通的

对 ，对  实⾏上述步骤得到连续映射 ，则  满⾜  连续映射，且由于 

 和  都映射到  中，

，即  道路连通   

7  
设 ，且  连续，满⾜ ，证明  有最⼤值和最⼩值。

证明：令单位“实⼼球”集合  为有界闭集，对 ，若 ，

则 ，否则 ，令 ，其范数 ，



定义映射 ，由知  和  的值域相同，且  为有界闭集上的连续映射

从⽽  和  都有最⼤值和最⼩值                                                                                                            

8  

设 ，证明  有正的最⼤值和负的最⼩值。

证明：令三维欧式空间向量 ，有

由均值不等式 ，以及 ，得  有界

⽽  为连续函数，从⽽有最值，且当  时 ；当  时 

，则  有正的最⼤值和负的最⼩值   
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1  
1、（连续性与偏连续性）设 。

(a) 如果  是连续函数, 那么是否成⽴: 对任意  :  连续; 对任意 

 连续?

(b) 如果对任意  连续; 对任意 ,  连续, 那么  是否为连续函数? 考虑

(c) 设  满⾜:  连续; 并且对 任意 , 存在 

 使得对任意  以及任意 , 只要 , 就有 

 。证明  在  连续。

(d) 设  分别对每个变量  和  是连续的，且对  是单调不减的, 证明  关于  是连续

的。 



解：  是。由连续函数定义，对 

则固定  时，仅取  中  第⼀分量为  的点集，由上述定义知

固定

从⽽固定  时，  随  连续；由对称性可得，固定  时，  随  连续

 否。考虑函数 ，由对称性，固定  有

若 ，则  在  区间上均满⾜  随  连续；

若 ，则函数 ， ，  三者均连续

则  复合函数连续，即  连续

同理  连续，⽽考虑  在原点处的连续性

 值变化时，  在  处的极限不存在，从⽽  不⼀定为连续函数

 证明：由  满⾜  连续，翻译成  语⾔有

由  的任意性，则 ，上述取 ，另⼀条件为

由后者条件中  的任意性，取 ，则考虑欧⼏⾥得空间中的 范数有

则  在  处连续

 证明：由于  对  单调不减，则有对 ， 不妨只考虑  的部分

，取 ，考虑

其中后者由于  对  连续可以保证，从⽽  在  处连续

2  
设  是开集,  在  上有定义, 且满⾜极限



都存在。证明  。由此知道, 如果

则极限  不存在。

证明：由于对 ，  存在，即

⽽又有  存在，即 

⽽ ，即有

则取 ，总有 

从⽽ ，则 ，且若  两者极限存在

反证法，若极限  存在，则由上述证明以及对称性知，三者相等，与假设⽭盾，从⽽

极限  不存在

3  
设

(a) 极限  对任意  存在;

(b) 极限  对任意  存在，且存在  使得：对任意 ，存在

  对任意  任意  有 ，则

极限  和  都存在, 且 

证明：（Cauchy准则 ） ，对 ，都有

则令 ，由于  存在，则有 ，即

由柯西收敛准则得到  极限存在，由 



只需要 ，就有 

⽽由于  对  时均存在，则添加条件 

就有 ，则满⾜下列条件

由柯西收敛准则得  存在，由作业第2题知，三种极限存在且相等

4  
设

讨论极限 

 

解：显然 ，则有 ，⽽对  的性质有

对 ，总有 

由柯西收敛准则，  不存在，从⽽  极限不存在

⽽对 

从⽽  极限存在，且极限为 

5  
判断以下极限的存在性; 若存在, 求出极限值。



解：  令  ， ，⽽当  时，  则

 由极限的连续性，且  则极限存在，且极限为 

 只需取 ，  从⽽极限不存在

 放缩有 

从⽽ 

 若取 ，有 ，此时 

又若取 ，有 ，此时 

从⽽  极限不存在

6  
设  是⼀个⾮空集合。

(a) 证明函数 , 是⼀个连续函数。

(b) 若  是闭集, 证明对任意  不在  中, 存在  使得 , 并 且  (即  的任意邻域中都有不属于 
 的点)。

(c) 若  是闭集且其中⾄少⼀个有界, 证明存在  使得

(d) 举例说明上述 “闭”、“有界”的条件是不能或缺的。

证明：  ，范数三⾓不等式 

左侧放缩  对所有的  成⽴，则取特定  得

同理交换  和  得到 ，则取 ，就有

则  连续

 由三⾓不等式  若  中  的取值为  的内点，则 



，从⽽可以找到其领域中的  并尽量使三者共线，从⽽⽭盾

从⽽ 

 假设  为有界集合，固定在  中⼀点，由在有界闭集上的连续函数有界有

则取所有  中范数最⼩的，则存在 

 取 ，范数定义为⼆维平⾯中的欧式距离，则  与  就没有最⼩值

⽽两个⽆界区域之间有可能没有范数最⼩值，如 

和 ，两者的欧式距离没有最⼩值（⽆限趋于  ）
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教材习题1.4.4  
求下列函数的全微分

解：  ，代⼊有

 由 

教材习题1.4.6  
已知扇形中⼼⾓ ，半径 ，当  增加  时，为使扇形⾯积保持不变，其半径的增加量  近似等于多少？



解：由⾯积公式 ，要求  取 

解得 

，与直接计算  相对误差为 

教材习题1.4.11(4)  
求下列函数在点  处沿⽅向  的⽅向导数。

  

解：由于⽅向导数针对单位向量，先单位化  则由⽅向导数定义

教材习题1.4.12(2)  
求下列数量场的梯度。  

解：代⼊标准正交基  下的梯度

教材习题1.4.15  
证明下列函数满⾜相应的等式。

  满⾜  条件 ，且分别满⾜ 

 ，  满⾜ 

证明：  代⼊有 

则若 ， 代⼊计算两次偏导数有



从⽽ 

 对 ，有 

则⼆阶导 ，则对所有⼆阶导求和

教材习题1.5.3(3)  

求下列复合函数的偏导数 （已知  为可微函数）

  

解：令  则代⼊计算偏导数

教材习题1.5.5  
已知函数 ，其中 ，  可微，证明

证明：对  对  分别求偏导有

则计算 

 从⽽ 



教材习题1.5.7  

设  满⾜  ⽅程 ，证明：

也满⾜  ⽅程。

证明：（使⽤平⾯极坐标下拉普拉斯算⼦简化计算）

则对于满⾜直⾓坐标系下  ⽅程 ，转换 

⽽ ，

则代⼊以  为度量的极坐标拉普拉斯算⼦判定有

从⽽  即  满⾜  ⽅程

讲义习题2.2.8  
记  

  。定义球极投
影，对 , 连接  与  的直线交  于  。证明映射

是可微映射, 并求它的  矩阵。

解：连接  与  的直线参数⽅程为



代⼊“⾼维球”⽅程得 

则球极投影 

这是由于每个分量对  均是初等函数，从⽽该球极投影映射为可微映射

雅可⽐矩阵定义 ，记该矩阵第  ⾏第  列元素为 

计算有  为雅可⽐矩阵的每⼀项

讲义习题2.3.10  
 中的球坐标系。其中极径 , 纬度  和经度  如图所⽰。

 试写出⽤球坐标  表达的直⾓坐标  的表达式, 并证明它是可微映射, 求出该映射的 
 矩阵。该矩阵是否可逆? 为什么?

 记



求它们给出的度量矩阵。

 计算  的  矩阵的⾏列式, 并对结果给出⼏何解释。

 对可微函数 , 求在球坐标系下  的梯度  （⽤偏导数  表⽰)。

 记  。如果  是  上的可微函数, 求  (⽤偏导数  表⽰)。

解：  由⼏何关系得 ，显然该映射可微，对其求导得到雅克⽐矩阵

 代⼊计算有 

则度量矩阵为 

 由  中雅可⽐矩阵计算⾏列式

该⾏列式代表三维坐标下微体积元与三维直⾓坐标系中微体积元之⽐

 由梯度表达式计算得

 相当于是固定 ，则 

讲义习题2.3.11  
环⾯上, 纬度  和经度  如图所⽰。设环⾯轴径为 , 经线半径为 ,  ，如图所⽰。



 

 试写出⽤环⾯坐标  表达的直⾓坐标  的表达式, 并证明它是可微映射, 求出该映射的 
矩阵。该矩阵是否可逆? 为什么?

 记

求它们给出的度量矩阵。

 如果  是环⾯上的可微函数, 求  (⽤偏导数  表⽰)。

解：  由⼏何关系得 ，显然其可微，对其求导有

 有 ，计算度量矩阵

 由梯度表达式 

得到 

讲义习题2.4.5  



平⾯极坐标系下  ⽅程为  。

求分离变量形式的解  。

解：代⼊分离变量形式有  变形为

由于前两项与后⼀项⽆关联，令 

前者为欧拉⽅程，取 ，化简得 ，则分类讨论有

从⽽合并所有解令  有

讲义习题2.4.6  

求直⾓坐标系下的  ⽅程  在空间球坐标系下表达式。

解：利⽤ ，且由讲义  习题知

且不同坐标的偏导有，计算拉普拉斯算⼦得到



这与球坐标系下拉普拉斯算⼦的⼀般表达式（来源于⽹络）等价
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教材第⼀章总复习11  

已知偏微分⽅程 (输运⽅程)  证明它的解为  

解：显然当  时，  满⾜条件

令 ，满⾜ ，则对每个 

都有 ，令  代⼊得

则  为满⾜条件的唯⼀解

教材第⼀章总复习12(1)  

（1）设函数 , 证明:  满⾜弦振动⽅程

 , 其中 ;



证明：对  求偏导有

则对  求和有

教材第⼀章总复习15  

设  是可微函数, 且满⾜以下条件 , 试证明: 对于任意的 , 都存在点 , 使

得 .

证明：对 ，定义 

则 ，⽽ 

后者为⼀常量 ，则 ，由极限定义知

则任取 ，令 ，该集合为定义在  上的有界闭集

对应值域有最⼩值 ，结合上述可知，该坐标为整个定义域上的最⼩值

则⼀定 ，从⽽原命题成⽴



讲义2.4.8  
求  以及  在  处的  阶  展开式。(提⽰:  

解：由 ，继续变化  为  求导有

 由可逆运算的⼀阶“泰勒”展开

则有 ，则由链式法则对   的⼆阶展开式

则  在  处的  展开式有  

讲义2.5.3  
求以下函数的极值和最值

(1) 

(2) , 其中  是⼀个对称矩阵。

(3)  。

解：  由对该三元函数求⼀阶导得

当三者均为  时有

由于  函数在  区间上是单调的，从⽽ ，代⼊三倍⾓公式有

求⼆阶导

解得 ，⽽当  为边界点，不可能为极值点，代⼊  计算  矩阵有或



计算该矩阵的特征值

，

从⽽  矩阵负定，从⽽  在  有极⼤值 ，同时也是最⼤值，对
最⼩值有三⾓恒等式

代⼊取值范围有 ，则最⼩值为 

综上所述原函数有极⼤值 ，⽆极⼩值，有最⼤值 ，最⼩值 

 对该函数求导有

 当且仅当 , 即  是  的特征向量。 此时,  是相应的特征值。
在  的单位特征向量  处, 

如果  是  的最⼤特征值（或最⼩特征值), 则  是  的最⼤值点 (相应地，最⼩值点)。如果特征值  既⾮  的最⼤特征 值
也⾮最⼩特征值, 则  不是  的极值点。

 对⼆元函数  求偏导等于  有

固定  有  或  时 ，则  随  单调递增，有且仅有  该根

若  ，有 ， ，  随  单调递增

取点 ， ，由零点存在定理，

 则  当  单调递减，当  单调递增，又  则有

 结合单调性可知，  在  上有且仅有两个零点，⼀者  ，⼀者

为  ，则  关于  在区间  上分别单调递增、单调递减、单调递增



但对于  其在固定  的截⾯上为极⼤值，⽽在固定  的截⾯时  为极⼩值

从⽽对所有的  均为函数的鞍点，⾮极值点。⽽只要极值点坐标 ，代⼊  矩阵有

为正定矩阵，从⽽所有  的点（⼀根直线）都是极⼩值点，极⼩值为 ，⽆极⼤值

 或 ，  为最⼩值，  时，由单调性 

⽽ ，从⽽  有最⼩值 ，⽆最⼤值，其图像如下

讲义2.5.4  
设  是由抛物线  和  轴上的线段组成的简单封闭曲线。求  的内接四边形的最⼤⾯积。

解：由于抛物线为凸函数，若四个点均在对称轴⼀侧，则固定其中三个点，将第四点移动到另⼀侧显然⾯积会增加；又若依据
对称轴恰好⼀侧为三个点，⼀侧为⼀个点，则按照  轴坐标⼤⼩排序中间两个点相连总有斜率 ，若 ，则可以调整上下
任何⼀个点到以抛物线对称轴为对称中⼼的对称点使得⾯积⼀样；若 ，则总有⼀侧的点转移⾄相应对称点后总⾯积增
加。综上，内接四边形⾯积最⼤时对称轴分开⼀定每侧两个点。（假设对称轴上的点划分到右侧）

设横坐标从左往右依次为 ，固定  有内接四边形⾯积仅与横坐标为  的点到经过 
 直线的距离有关，令直线⽅程 

点到直线距离公式 ，其中 ，

代⼊ ，有 ，条件 

由对称性可知 。划分为两个三⾓形相加得到 



有 

当两者等于  时， ，则 ，

对应  矩阵为 

为极⼤值，且最⼤值点在极⼤值处取到，

讲义2.5.5  
证明:  有唯⼀极值点, 并判断该极值点的类型。

证明：对该⼆元函数求偏导得

则极值点对应 ，对应  矩阵有

则由于 ，则该对称矩阵  只能为正定矩阵，其⾏列式⼤于等于 

联⽴对应⽅程为 ，则解不为 ， 

考虑  的情况，  在  时单调递增， ，且有 ，由零点存在定理 

，且有对 ，  在  单调递减，在  

单调递增。⽽ ，有  在  单调递增

且 ， ，则在  处存在两个零点 ，且有 

放缩不等式有 ，代⼊ 

得到 ，若 ，则⾄少需要  才能满⾜正定矩阵条件，⽭盾

从⽽ ，由导函数知  在  单调递减， ，⽽在  



单调递增，从⽽由零点唯⼀性定理，存在唯⼀负数 ，使得  

此时有放缩 

则满⾜条件 ，则只有⼀个极值点，为极⼩值点，图像如下

讲义2.8 习题讨论课3.3  
求以下函数在指定点的  余项  展开：

  在  处展开到⼆阶;

  在它的临界点处展开到⼆阶。

解：  对多元函数 ，有⼀阶导：

⼆阶导：

从⽽展开有

即有带  余项的  展开式为 

 对多元函数   有⼀阶导

对于临界点两者取零  有对  求导  



，  单调递减；

，  单调递增。当  时， ，

，结合单调性有 ，当且仅当  时有临界点

⽽该多元函数的⼆阶导有

记满⾜  ⽅程的解为 （若有多个解，考虑其中⼀个解）对原函数展开有

讲义2.8 习题讨论课3.4  
对参数 , 讨论函数  的极值情况。

解：由上⼀题可知，当且仅当  时有临界点，⽽对应  矩阵有

求解对应特征值 

则特征值为 ，则若函数存在极值点，只能  均⼩于零

为极⼤值点，此时 ，由上⼀题的单调性可知 

综上所述，  时有极⼤值点，令  绝对值不超过  的解为 ，该极⼤值点位于 ，极⼤

值为 ，否则⽆极值点
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讲义3.1.4  
证明  在  的⼀个邻域内定义了⼀个  隐函数 , 并求  在  处的四阶泰勒展
开式。

解：对  令  使⽤  语⾔有

令  代⼊有 

则 ，令  代⼊有

则 ，从⽽在  处四阶泰勒展开为 

讲义3.1.5  
设  是  函数,  是  的⾮退化临界点, 即  关于  在  处的  矩阵是可逆的。证明对⾜
够接近  的所有 ,  关于  在  附近有唯⼀的临界点, 并且该临界点的类型与  作为  的临界点的类型是⼀
样的。

证明：由  有 ，该组隐函数确定了 

这是由于  在  处的  矩阵是可逆的，从⽽在  附近，都能找到唯⼀临界点 

又由于   且  函数是连续的，从⽽总能找到  附近的领域，使得  在该

领域内是保号的，正定对称矩阵附近仍为正定对称矩阵，负定也为负定，从⽽临界点类型是⼀样的

讲义3.1.7  
设  是矩阵  的⼀个单重特征值 (即 , 其中   是  对应于  的⼀个单位
特征向量。证明存在  使得对任意矩阵 , 只要  就有唯⼀的特征值  和相应的单位特征向量 
使得 , 并且  和  关于  是  的。



证明：由  和  由下列隐函数⽅程确定， 

⽽由题设条件，该⽅程满⾜ ，且在该处只有  次求导后的结果是⾮零的，从⽽该⽅程在  领域所
确定的  关于  只能达到  

⽽确定  后， ，有 

为  第  列，若其为 ，由⾏列式性质 ，与题设⽭盾，从⽽均不为 

则确定了隐函数⽅程  ，对⾼阶导由线性性质，只有对⾓元上有⾮零元素，

从⽽  确定的线性映射都是可逆的，从⽽  为  的

讲义3.2.1  
设

证明  是  到  的微分同胚。

证明：对于变换  反解得 

则有  对应 ，则  在  上是双射，满⾜⼀⼀对应，从⽽

 微分同胚

讲义3.2.2  
记  为所有  阶对称矩阵组成的线性空间,  为所有  阶对称正定矩阵组成的集合。证明

  是  的开⼦集;

 对任意 , 存在唯⼀的  使得 , 并且  关于  是  的。

证明：  显然  是  的真⼦集，⽽对于  为对称正定矩阵，由线性代数知识

对称正定

考虑  关于  是连续的，由于对所有  该连续函数 ，

则总能找到  的领域使得所有的 ，即所有  阶对称正定矩阵组成的集合为开集

 先证存在性，令 

此时有 

再证唯⼀性，若有 ，且 ，令 



代⼊有 

左侧为上三⾓矩阵，右侧为下三⾓矩阵，从⽽ 

即  存在且唯⼀。由该“求根”映射为双射，其逆映射  ⽆穷可微

这是因为 ，显然可以不断微分下去

由逆映射定理知，  关于  也是  的

讲义3.3.1  
设  都是⾃变量  的函数, 证明

 ;

 ;

  。

证明：  由所证明式⼦保持  不变，则有 ，两者相⽐得

 对  全微分有 ，当  不变时计算  得

 当  不变时有， ，代⼊  消去  后有

其中 ，则固定  不变有，  代⼊有



讲义3.3.2  
设  都是独⽴变量  的函数。证明

 ;

 ;

  。

证明：  由各组微体积元之⽐为

从⽽得到 

 由固定  有 

移项写成矩阵的形式有  代⼊计算有

由矩阵分块 

即有 



  由固定  有 

移项写成矩阵形式有 ，代⼊

由上问结论可推知，

由矩阵分块 

讲义3.4.3  
绘制平⾯地图有很多⽅法,  投影是其中之⼀。如图所⽰, 它把球⾯上的点  映为从球⼼出发的射线  与⼀
个圆柱⾯的交点 , 然后在柱⾯上再做⼀个变换得到点 , 该圆柱⾯与球⾯相切于⾚道。这样除南
北两极外, 地球上的点  与柱⾯上的点  ⼀⼀对应, 把圆柱⾯沿母线剪开就得到⼀张地图。求函数  的表达式使得 
地图上所画的两条相交道路的夹⾓与实际道路的夹⾓⼤⼩相等。两条相交曲线的夹⾓被定义为它们的切线所形成的夹⾓(锐⾓
或直⾓)。(提⽰：线性变换  保⾓当且仅当它把正交且长度相等的向量映为正交且长度相等的向量, 从⽽存在常数 

 使得内积 



解：设球⾯为 ，对其上⼀点  与圆柱⾯交线  

满⾜  代⼊变换得 

考虑经度、纬度恒为定值的两条微元，取纬度  处  的正交微圆弧，令其长度相同

，该两条圆弧映射后的长度分别为  和 

两者相等有  两边积分得 

代⼊  时 ，有 ，

令  反解得 

从⽽ ，为反双曲三⾓正弦函数

教材1.6.4  
设⽅程  确定了函数 , 其中  可微,证明：

证明：由在⽅程  下计算得



教材1.7.1(2)  
求下列曲⾯在给定点的切平⾯⽅程和法线⽅程.

 , 点 ;

解：⽅程  在点  处的法向量为

从⽽切平⾯⽅程为 ，即 

法线⽅程 

教材1.7.4(2)  
证明下列各题

 曲⾯  的任意⼀点处的切平⾯在各坐标轴上的截距之和为  ；

解：⽅程  在任意⼀点  处的法向量为

则其切平⾯⽅程 ，则在  轴上的截距分别为

从⽽ 
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习题1.9.8  
求函数  在区域  内的最值.



解：由 ，当  时能取到最⼩值 

⽽若最⼤值在  时取到，为  则线性扩⼤  倍，  扩⼤  倍

从⽽最⼤值在  时取到，由拉格朗⽇乘⼦法

有 ，则有 

若 ，则 ，代⼊ 

若 ，得  

有⽅程 

代⼊计算最⼤为  此时 

综上所述，  在  的最⼩值为 ，最⼤值为 

习题1.9.9(2)  
求旋转抛物⾯  与平⾯  的最短距离;

解：显然从⼏何上，固定旋转抛物⾯上的点，该点到平⾯  的最⼩距离为垂线段

⽽由配⽅法 ，则 

从⽽取等时对应绝对值最⼩，则 

习题1.9.10(1)  
⽔渠的断⾯为等腰梯形, 在渠道表⾯抺上⽔泥, 当断⾯⾯积⼀定时, 梯形的上、下底及腰的长度⽐例为多少时, 所⽤⽔泥最省?

解：显然所⽤⽔泥质量正⽐于 



⾯积为定值 ，勾股定理 

对  求导得 

即有 

在约束条件  下求  的最⼩值

作拉格朗⽇函数 ，极值点对应

令  有 ，解得 ，代⼊ 

习题2.2.2(2)  

求下列函数的导函数。   ;

解：对 ，其对  的导函数分为两部分，分类讨论

习题2.2.5.(1)  

 提⽰:  ）

解：由提⽰变换 ，化为⼆重积分得

代换 ，有 



习题2.3.1  
计算下列积分.

 ;

 

解：  解：

 

代⼊得 

习题2.1.4  
讨论下列积分在所给区间上的⼀致收敛性.

 ;

 ;

 .

解：  由 ，且有 



对于  收敛，由柯西收敛准则

放缩绝对值有 

由柯西收敛准则得原⼴义含参积分收敛

 当  时 ，则 

此时⼴义含参积分不收敛；若当  时，直接计算有  收敛

 代换 ，

其中 

，⽽放缩 ，后者绝对收敛

从⽽  ⼀致收敛，只需考虑 ，这与  的收敛性相同

当且仅当  即  时原⼴义含参积分收敛，  时不收敛
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习题3.2.3  
⽐较下列各组积分值的⼤⼩.

 ,  由直线 ,  

围成.

解：去掉边界积分结果不变，由于 ，则  ⽽ ，且积分区域 

从⽽  则 



习题3.3.6  
计算下列⼆重积分.

 ;

 ;

 ;

  由  以及  轴围成;

解：  积分区域图像如右                                            

 积分区域  图像如右                

 积分区域  图像如右          



拆成两部分 

对  有  为关于  的奇函数，则 

 解：滚轮线  图像 

，换成参数  积分得

答案有误，分母缺少

习题3.3.12  

  是由  围成的平⾯区域

解：该区域为⼀个圆  换元 

得到  计算有 



习题3.3.16  
设函数  连续, 证明：

  是由  所围成

第⼀象限的区域.

解：代换 ，逆变换  ，则雅克⽐⾏列式

原区域  变换后对应  图像如右   

习题3.4.5  
计算下列三重积分的值.

  是由马鞍⾯  与平⾯  所围成空间区域;

  是由曲⾯  与平⾯   围成区域;

解：  从  连续变化到 ，图中画出  的情况      

对每个  ⼆重积分得到



 对  连续变化到  ，图像如右                            

习题3.4.6  

计算累次积分  的值.

解：三维图形为三棱锥，图像如右（使⽤  绘图）  

在  切⾯上由⾯积相似⽐等于⾼之⽐的平⽅ ，从⽽有

习题3.4.7  
计算下列三重积分的值.



 

解：使⽤球坐标  有  计算积分有 

习题3.4.10  

  在   连续,  , 求 

解：积分区域为球体 ，换取球坐标 ，有体积元变换 

两边对  求导得

其特解与  的符号有关 ，其通解满⾜⽅程

由  在  连续得 ，有 ，对  代⼊原积分

⽐对得  ， ，从⽽ 

习题3.5.1  
求下列曲⾯的⾯积.



 锥⾯  在柱⾯  内的部分;

解：  和  在  处截图如下  

取柱坐标  则锥⾯  其要求  为圆

  则 圆

习题3.5.2  
求下列曲⾯所包围的均匀物体的质⼼.

 .

解：由对称性该物体的质⼼  坐标为  ，且质⼼的  坐标与平⾯内抛物三⾓形相同

则质⼼坐标为 

习题4.2.1  
计算下列曲线积分.

 , 其中  为星形线 .

解：由曲线微元  代⼊有 



习题4.2.2  
计算下列曲线积分.

 , 其中  为球⾯  在第⼀象限部分的边界.

解：由题设求和即为  位于  象限和  象限的部分，有 

习题4.3.3  
求抛物⾯  在  部分的质量, 其中质量⾯密度为 .

解：由⾯积微元，  代⼊质量⾯密度

习题4.3.11  

证明: (  公式) , 其中 

 是连续函数.



证明：对球⾯的⾯积微元   

由球⾯的对称性，旋转球⾯的基向量到  ⽅向，积分结果为定值
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习题4.5.3  

 , 其中 是  被柱⾯  所截部分的上侧.

解：原积分化为⼆重积分，代⼊条件  

习题4.5.5  
求流速场  由⾥往外穿过球⾯  在第⼀象限部分的流量.

解：记平⾯区域  为圆⼼在原点，半径为  的圆在第⼀象限的部分，由对称性有

化为极坐标进⾏积分（中间使⽤三⾓换元）有



习题4.5.7  

, 其中  是螺旋⾯   在

的部分, 上侧为正.

解：代⼊微分式，  化为⼆重积分

习题4.7.2  

计算曲⾯积分 , 其中 为:

 不包含也不经过原点的半径为  的球⾯外侧;

 不包含也不经过原点的任意封闭曲⾯的外侧;

 球⾯ ;

 包含原点在其内部的任意封闭曲⾯的外侧.

解：  令  有  且由⾼斯公式 

可得，⽆论是否为球⾯，只要不包含原点，积分结果为 

 由上问知，积分结果为 

 直接化为⼆重积分，注意球⾯上下积分贡献为  倍

 取两个封闭曲⾯，⼀个为以原点为圆⼼的球，此球总能完全属于该封闭曲⾯，另⼀个封闭曲⾯挖掉洞

，这与静电场点电荷对应的⾼斯定理  等价

习题4.7.5  
利⽤  公式计算下列积分.



 , 其中  是球⾯  与平⾯   的交线, 从  轴正向

看上去为逆时针⽅向;

解：由  公式计算将曲线积分化成⼆重积分结合椭圆⾯积⼆次型知识有

第四章总复习题 7  

证明: 由闭曲⾯  包围的空间体的体积为  , 其中 

 为  的单位外法向量.

解：由⾼斯公式可得

第四章总复习题 10  

设  为有界开集  上的调和函数即 , 证明:

 , 其中  为  内任意⼀点,  为  到  上点的向量, 

 为  的单位外法向;

 ,

其中  .

证明：  由于 ，  可以得到

 取  内部的⼀个以  为球⼼，  为半径

的⼩球，球⾯记为 . 和 围成的区域记为 . 将表达式化为梯度形式（其中 ）

从⽽利⽤  公式对不包含该瑕点  的区域  有（从⽽证明了  问 ）



从⽽转换为求  上的积分问题

 由上问知，  从⽽
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习题4.4.2  
计算下列第⼆类曲线积分.

 , 其中 是 , 逆时针为正向;

 , 其中 是以  为顶点的正⽅形,逆时针为正向;

 , 其中  是球⾯   在第⼀象限的部分与三个坐标平⾯的交
线,其正向为从点  出发, 经过点 , 到点 , 再回到 ;

解：  令  代⼊有 

 对  第⼀象限和第三象限的所有点均满⾜ ，⽽对第⼆象限和第四象限

满⾜通过原点对称的两个点   从⽽原式 

 第⼀条线  后两条线相同，原式 



习题4.4.3  

计算 .

  为由原点处质量为  的质点所形成的空间引⼒场 (对单位质量质点的引⼒  是由点  到点 

 的直线段.  不同时为零. 

解：由题意计算

取直线上  ⽐例的点  解得 

习题4.4.4  
今有⼀平⾯⼒场 , ⼤⼩等于点  到坐标原点的距离, ⽅向指向坐标原点.

 计算质点  沿上述椭圆逆时针绕⼀圈时,⼒  所做的功.

解：该⼒为  有势能函数  从⽽绕⼀圈做功 

习题4.6.1  
利⽤  公式计算下列曲线积分.

 , 其中  是区域   的正向边界.

解：由格林公式 

⽽ 

从⽽原式 

答案有误，  与  软件计算结果相同（计算耗时  ）



习题4.6.4  
计算下列区域的⾯积.

 星形线  所围区域 ;

解：由  公式计算将⼆重积分化成曲线积分有

习题4.6.7  

设  是平⾯区域,  为逐段光滑曲线, , 证明:  

证明：由沿梯度⽅向的导数 

其中  ⽅向与  ⽅向垂直且满⾜为单位向量，从⽽为  再代⼊格林公式即得证

习题4.6.8  
设  是平⾯区域,  为逐段光滑曲线,  为  的单位外法向,  , 证明：

 ;



 ;

 .

其中 .

证明：  由  可知，对 ，

 代⼊  有  由格林公式

 由⾏列式公式   代⼊  问结论

习题4.6.10  
求解下列常微分⽅程.

 ;

 ;

 ;

 .

解：  由  为全微分⽅程，并注意到

则原⽅程解为 

 由  为全微分⽅程，并注意到

则原⽅程解为 



 由  为全微分⽅程，并注意到

则原⽅程解为 

 由  为全微分⽅程，并注意到

则原⽅程解为 

习题4.6.11  
解下列⽅程.

 ;

 ;

 ;

 ;

 .

解：   记 , 有

则⽅程不是恰当的. 但观察到 , 对应原⽅程有积分因⼦ . 两边乘以  

则原⽅程的通解为  

 两边除以  有  且 

从⽽变换后的⽅程为全微分⽅程，并注意到

则原⽅程的解为 



 两边同时除以 （消去  中含  项 ），得到  且有

 为全微分⽅程，注意到

则原⽅程的解为 

 两边除以  有  后者有  为全微分

，则原⽅程的解为 

  记 , 有

则⽅程不是恰当的. 观察到 , 对应原⽅程有积分因⼦ 

则原⽅程的通解为  

第四章总复习题 4  
设  为光滑闭曲线, 逆时针为正向,  为  的外法线单位向量,  为⼀固定向量, 求证: 

证明：由  则代⼊有  由格林公式

第四章总复习题 6  

设  为⼀单连通区域  的边界,  为⼀定点,   为  的外法线单位向量, 证明 



证明：代⼊  令 有 

由格林公式化为⼆重积分

当  保持不等于  时，上述⼆重积分恒为 ，只需满⾜  不在⼆重积分区域内，此时 

⽽当  时，令 ，⼆重积分有瑕点，对线积分计算

由于瑕点  为零测度集，从⽽ ，综上有 

第四章总复习题 9  

设  为开集  上的调和函数. 即 , 证明:

 , 其中  为  到  上点的向量, 

 为  的单位外法向量;

 , 其中  是以  为中⼼,  为半径位于  中的任意⼀个圆周.

证明：  当  时,  为调和函数,

(可以计算拉普拉斯   )

因此, 以  为中⼼挖去半径为  (充分⼩)的圆形区域 , 则在剩下的区域（记作  ), 对  可应⽤

 中结论：

从⽽拆开左边环路积分并移项有

利⽤  公式计算 



注意在  上

因此

将  结果代⼊并利⽤中值定理得到

取  便得到 

 在  中取 ，为半径为  的正圆，有

前者有  代⼊ 

有 

在物理中，该公式代表在⼀个⽆电荷分布静电场  中，任意平⾯圆的平均电势等于圆⼼的电势

物理证明：在平⾯圆⼼中央放置⼀个带电量为  的点电荷，其周围半径为  的⼀固定圆环均匀放置

总电量为  的电荷，两者电荷量 ，对原始电场分布⼏乎⽆影响（以任意  精度保持解析性）

由静电场中的格林互逆定理

代⼊静电能 

令 ，便可以得到 
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